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Pentominos im Geometrieunterricht

von Maria Koth und Notburga Grosser

0. Was sind Pentominos ?

Die zugrundeliegende Idee ist bestechend einfach: Fiinf Einheitsquadrate werden so aneinan-
dergefiigt, dass je zwei benachbarte Quadrate eine gemeinsame Seite haben. Bleiben gespiegel-
te bzw. gedrehte Lagen unbericksichtigt, so entstehen auf diese Weise zwdlf verschiedene Figu-
ren:

Fiinf Quadrate in einer Reihe: OI1TT]

Die langste Reihe besteht aus vier Quadraten: T [ - ] l

Die langste Reihe besteht aus drei Quadraten: - ] l . £

Die langste Reihe besteht aus zwei Quadraten: ]

Die Entstehung der zwolf Pentomino

Jede dieser Figuren hat Ahnlichkeit mit einem Buchstaben des Alphabets, daher werden Pento-
minos ublicherweise mitF, |, L, N, P, T, U, V, W, X, Y, Z bezeichnet. Fiir diese Zuordnung
braucht man zwar etwas Phantasie, doch sie hilft, die einzelnen Figuren zu unterscheiden und in
verschiedenen Symmetrielagen zu erkennen.
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Bezeichnung der Pentominos

Der Name ,Pentomino®, der aus der griechischen Vorsilbe fiir die Zah! Fiinf und der Nachsilbe
-omino gebildet wird, geht auf den amerikanischen Mathematiker Salomon Golomb zuriick. In
seinem 1954 in der Zeitschrift American Math. Monthly erschienenen Artikel [7] untersucht er aus
mehreren Quadraten zusammengesetzte Figuren, und filhrt die Bezeichnungen Tetromino, Pen-
tomino, Hexomino, Heptomino etc. ein. Als Ominofigur wird seither eine Form bezeichnet, bei der
Einheitsquadrate Seite an Seite aneinandergereiht sind.
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Durch Martin Gardners Puzzle-Kolumne in der Zeitschrift ,Scientific American” wurden diese
Polyformen einem breiteren Publikum bekannt. Polyominos sind mittlerweile zu einem beliebten
Thema der unterhaltungsmathematischen Literatur geworden (siehe [12]).

Emhpe:;sg:zc:rate Anzahl der Figuren Gesar:itgﬁg:‘e aller
Monomino 1 1 1
Domino 2 1 2
Tronimo 3 2 6
Tetronimo 4 5 20
Pentomino 5 12 60
Hexomino 6 35 210
Heptomino 7 108 756
Oktomino 8 369 2952
Nonomino 9 1285 11565
Dekomino 10 4655 46550
Undekomino 11 17073 187803
Dodekomino 12 63600 763200

Die Familie der Polyominos

Ein Blick auf die Tabelle der Polyominos - gebildet aus einem bis zwolf Einheitsquadraten -
zeigt, dass die Zahl der moglichen Figuren sehr rasch anwachst. Fiir mathematische Aufgaben
der Sekundarstufe | bieten sich unter allen Polyominos vor allem die zwolf Pentominos in ihrer
uberschaubaren Anzahl an: Sind die fiinf Tetrominos fiir interessante Aufgabenstellungen zu
wenige, so mangelt es bei vielen Problemen mit den 35 Hexominos bereits an Ubersichtlichkeit.
Erwahnenswert in diesem Zusammenhang ist, dass die fiinf Tetrominos durch das Computerspiel
.Tefris einen weltweiten Bekanntheitsgrad erreicht haben.

Viele Menschen zeigen ein spontanes Interesse an Pentominos. Sie sind von den Problemstel-
lungen, die auf den ersten Blick einfach und verstandlich wirken, fasziniert. Es ist vielleicht der
Spieltrieb, der die Beschaftigung mit Pentominos charakterisiert. Mathematische Zusammenhén-
ge werden vor allem Kindern auf eine sehr intuitive Art zuganglich gemacht. Die Auseinanderset-
zung mit Mathematik ist auf diese Weise alles andere als langweilig.

Im Mathematikunterricht der Sekundarstufe | erméglichen Pentominos handlungsorientierte Zu-
gange zu Flachen- und Umfangsbestimmungen, zum Arbeiten mit symmetrischen Figuren und
auch zum Arbeiten mit dem Kongruenz- und Ahnlichkeitsbegriff. Aufgabenstellungen mit Pento-
minos ermuntern Schiilerinnen und Schiiler zum Argumentieren und Begriinden, eréffnen Mog-
lichkeiten zum entdeckenden Lernen und bieten auRerdem eine abwechslungsreiche Ubungs-
moglichkeit. Pentomino-Problemstellungen kénnen sowohl im herkdmmlichen Mathematikunter-
richt als auch in offenen Lernsituationen sinnvoll eingesetzt werden. Im Folgenden werden einige
Beispiele fir mégliche Fragestellungen vorgestellt; viele kopierfertig gestaltete Arbeitsblatter fiir
den Mathematikunterricht findet man etwa in [9].
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1.  Umfangs- und Flachenprobleme

Im Mathematiklehrplan der fiinften Schulstufe ist das Arbeiten mit Umféngen und Flacheninhalten
von aus Rechtecken zusammengesetzten Figuren vorgesehen. Ominofiguren bieten sich hier in
idealer Weise an.

a) Der Umfang von Ominofiguren

Zwei Pentominos kann man auf vielerlei Arten zu 10-Ominofiguren zusammenfiigen. Alle diese
Figuren haben Flacheninhalt zehn, ihr Umfang dagegen kann die Werte 14, 16, 18, 20 oder 22
annehmen. Solche Ominofiguren machen deutlich, dass flachengleiche Figuren nicht unbedingt

auch gleich groen Umfang haben.

u=14 u=16 u=18 u=20

Analog dazu kann man Ominofiguren aus drei, aus vier, aus finf......., aus allen zwolf Pentominos
betrachten, und iiberlegen, welche Werte der Umfang dieser Figuren annehmen kann.

u=116 TR

u=36 u=3

Aus allen zwolf Pentominos zusammengesetzte 60-Ominofiguren
konnen Umfang 32, 34, 36, ...., 120 haben.

Jeder dieser Ominofiguren kann man weiterst ihr umschlieBendes Rechteck zuordnen (d.h. das
fiachenkleinste Rechteck, das die Ominofigur bedeckt und dessen Seiten parallel zu den Pento-
minoseiten liegen), und den Umfang der Ominofigur mit dem Umfang dieses Rechtecks verglei-
chen.

b) Pentominos umzaunen ein Flachenstiick
Die folgende Abbildung zeigt Flachenstiicke, die von Pentominos umzaunt werden. Die Pentomi-

nos sollen dabei nicht nur an einer Ecke zusammenstoRen, sondem die Flache wie eine Mauer
umgeben.

Zwolf Pentominos umzaunen Zwolf Pentominos umzaunen drei Seiten
eine Flache der GroRRe 128. einer Flache der GroRe 276.
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Angenommen, ein Flachenstiick grenzt mit einer Seite an eine (beliebig lange) Mauer, und
wird nur an den (ibrigen Seiten von Pentominos begrenzt. Welche grofte Flache kann man
mit zwei, mit drei, mit vier, .... mit allen zwdlf Pentominos dreiseitig umzaunen?

2. Ominofiguren als Beispiele fiir Vielecke

Mit dem Vielecksbegriff verbinden viele Schiilerinnen und Schiller primar die Vorstellung von
regelmaRigen Polygonen. Pentominos liefer Beispiele fiir n—Ecke ist, die nicht auf den ersten
Blick diesem Prototyp entsprechen.

Seitenzahl Pentomino

6 ‘

8
10
12

Pentominos als Beispiele fiir n-Ecke, die nicht
regelmaRig und nicht notwendig konvex sind.

Aus zwei Pentominos kann man n - Ecke mit den Seitenzahlen n =6, 8, 10, 12, 14, 16, 18 und 20
bilden. Diese besitzen hochstens eine Symmetrieachse.

n=10 n=12 n=14 n=18 n=20

n

Weiterfiihrend kann man Vielecke, bestehend aus drei, aus vier, aus finf,......, aus allen Zwolf
Pentominos betrachten. Die maximale Seitenzahl eines aus allen zwdlf Pentominos gebildeten
n — Ecks betragt 94.

Zwolf Pentominos bilden ein 94 — Eck Zwolf Pentomi

3. Kongruente Figuren

Pentominos ermoglichen dariiber hinaus auch einen spielerischen Zugang zum Kongruenzbegriff
und zum Arbeiten mit symmetrischen Figuren. Aus den zwolf Pentominos kann man auf vielerlei
Arten Gruppen zueinander kongruenter Figuren zusammensetzen, zum Beispiel:
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Drei kongruente Figuren aus je zwei Pentominos

Zwei Paare kongruenter Figuren aus je zwei
Pentominos

Drei Paare kongruenter Figuren aus je zwei
Pentominos

Zwei kongruente Figuren aus je drei Pentominos

Drei kongruente Figuren aus je drei Pentominos

Zwei Paare kongruenter Figuren aus je drei
Pentominos

Zwei kongruente Figuren aus je drei Pentominos
und drei kongruente Figuren aus je zwei Pento-
minos

Zwei kongruente Figuren aus je vier Pentominos

Zwei kongruente Figuren aus je vier Pentominos
und zwei kongruente Figuren aus je zwei Pen-
tominos

Drei kongruente Figuren aus je vier Pentominos

Zwei kongruente Figuren aus je sechs Pentomi-
nos
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Zwei zueinander kongruente Figuren konnen auf verschiedene Arten achsensymmefrisch ange-
ordnet werden, zum Beispiel:
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4. Ahnliche Figuren

Zueinander ahnliche Pentomino-Figuren zeigen Kindern spielerisch, dass der Flacheninhalt einer
Figur bei einer Verdoppelung der Seitenléngen vervierfacht und bei einer Verdreifachung der
Seitenlangen vemeunfacht wird.

a)

b)

c)

d)

e)

,Verdoppeln“ der Pentominos:

Zehn der zwdlf Pentominos kdnnen aus jeweils vier Steinen maBstablich vergroRert nachge-
baut werden. Beispiele fiir Lésungen sind:

Verdoppeln einer 10-Ominofigur:

Zum Verdoppeln einer aus zwei Pentominos zusammenge-
sefzten Figur bendtigt man acht Steine, zum Beispiel: W ITNLEXUV

Eine ,,doppelte Verdoppelung“:

Dieses Beispiel zeigt zwei zueinander kongruente Figu-
ren aus je zwei Pentominos und eine dazu ahnliche Fi-
qur aus den restlichen acht Pentominos.
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Verdoppein einer 15-Ominofigur:

Unter Verwendung aller zwdlf Pentominos kann man viele Figuren verdoppeln, die aus drei
Pentominos bestehen. Insbesondere ergibt die Verdoppelung eines 3x5-Rechtecks ein 6x10-

Rechteck.

Verdreifachen der zwolf Pentominos:

Jedes der zwolf Pentominos kann aus neun Steinen mit dreifacher Seitenlange vergroRert
nachgebaut werden. Dabei kann man fiir jede der zwolf Figuren sowohl Lésungen finden, bei
denen der zu vergroBemde Stein nicht als Baustein vorkommt als auch Losungen unter Ver-
wendung des zu vergroRemden Steins:

o2
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5. Pentomino — Rechtecke

Alle zwolf Pentominos zusammen haben Flécheninhalt 60, und man kann damit 3x20-, 4x15-,
5x12- und auch 6x10-Rechtecke liickenlos ausfullen:

Von symmetrischen Lagen abgesehen gibt es (siehe [12]):

zwei Losungen fiir 3x20- Rechtecke,

368 Losungen fiir 4x15-Rechtecke,

1010 Lésungen fiir 5x12-Rechtecke

und sogar 2339 Losungen fiir 6x10-Rechtecke.

Daneben kann man aber auch noch Rechtecke aus einem, aus drei, aus vier, ......., aus elf Pen-
fominos zusammensetzen: Hier sind Rechtecke mit den Seitenlangen 1x5, 3x5, 2x10, 4x5, 5x5,
3x10, 5x6, 5x7, 5x8, 4x10, 3x15, 5x9, 5x10 und 5x11 mdglich.

a) Rechtecke liickenlos fiillen

Man kann relativ einfach zeigen, dass es —von symmetrischen Lagen abgesehen- nur sieben
verschiedene 3x5-Rechtecke gibt. Mit wachsender Zahl der Pentominos nimmt die Anzahl der
moglichen Rechtecke dann sehr stark zu: So lassen sich schon 50 verschiedene 4x5-Rechtecke,
107 verschiedene 5x5-Quadrate, 541 mdgliche 5x6-Rechtecke usw. zusammenseizen.

Als einfache Aufgabenstellung bietet sich hier etwa an,

alle moglichen 3x5-Rechtecke,

mindestens fiinf verschiedene 4x5-Rechtecke (oder 5x5-Quadrate oder 5x6-Rechtecke,...),
alle moglichen 4x5-Rechtecke, in denen das Z-Pentomino vorkommt,

alle moglichen 3x10-Rechtecke, in denen das X-Pentomino vorkommt, ..... Zu suchen.

z Die sieben méglichen 3x5-Rechtecke
VPL  TLY WML
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b) Simultane Rechteckslésungen

Kann man aus den zwdlf Pentominos gleichzeitig zwei 3x5-Rechtecke, oder gleichzeitig ein 3x5-
und ein 4x5-Rechteck, ein 3x5- und ein 5x5-Rechteck, ein 3x5-und ein 5x6-Rechteck ... usw.
zusammensetzen?

Die folgenden Abbildungen zeigen Losungsbeispiele zu simultan moglichen Rechteckspaaren:




= 8| =

S RRERER:

3x5 und 6: 5 u

=]

35 und 4x10 3x10 und 2x10
TR

4x5 u

545 und

]

5%5 und

c) Pentomin o-Lochrechtecke

Neben Rechtecken, die sich liickenlos mit Pentominos fiillen lassen, kann man auch rechteckige
Figuren herstellen, die Lochfidchen in ihrem Inneren enthalten.

Welche Seitenldngen kann ein Pentomino-Rechteck haben, das ein einzelnes Quadrat als
Loch in seinem Inneren enthélt? Auf wie viele verschiedene Arten kann man dieses Loch

positionieren, wenn symmetrische Lagen der gesamten Figur nicht unterschieden werden?
Kann man fiir jede theoretisch mogliche Anordnung des Lochs tatsachlich eine Losung fin-

Alle moglichen Rechtecksforma-
te mit genau einem Einzelloch

Welche Seitenlangen kann ein Pentomino-Rechteck mit zwei, mit drei, mit vier, ..usw. Ein-
zelldchern haben? Wie viele Einzellocher kann man hdchstens im Inneren eines Pentomi-
no-Rechtecks unterbringen?

Welchen Flacheninhalt und welche Seitenl&ngen kann, aligemeiner, eine aus zwolf Pen-
tominos zusammengesetzte rechteckige Figur, die Lochflachen in ihrem Inneren enthalt,
annehmen? Wie groR kann der Flacheninhalt einer solchen Figur maximal sein?
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6. Pentominos — eine Welt aus zwolf mal fiinf Quadraten

SchiieBlich kann man aus den zwolf Pentominosteinen - wie beim klassischen Tangramspiel -
eine Vielzahl weiterer Figuren zusammensetzen, zum Beispiel:
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Hauser und Briicken,

Vogel und Fische,

sowie weitere Tiere — vom Elefanten bis zum Dinosaurier-
und noch viel, viel mehr (siehe [9]) .....
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